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Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Sea Vi el conjunto de sucesiones infinitas de elementos de K
st (R 6 C), es decir, funciones de N en K.

diferencias

Sean x,y € Vg, definimos las sucesiones x + y y Ax, A € K
como

(x+y)(n)=x(n)+y(n), (Ax)(n)=Ax(n), neN.

Estas operaciones dotan a Vi de estructura de espacio
vectorial.
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Ecuaciones en diferencias

Ecuaciones en

diferencias Sea ¢: N x K91 — R. Una ecuacién en diferencias de orden
José Luis d escalar es una expresién de la forma

Bravo

Ecuaciones en ¢(n,X(n),X(n + ].)7 . ,X(n + d — 1),X(n + d)) = 0

diferencias

Una sucesion x € Vi es una solucién de dicha ecuacidn si los
términos de la sucesién verifican la igualdad para todo n.

Diremos que es explicita si es de la forma
x(n+d) = ¢(n,x(n),x(n+1),....,x(n+d —1))
y auténoma si es de la forma

d(x(n),x(n+1),...,x(n+d—1),x(n+ d)) =0.
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Ecuaciones en diferencias

Ecuaciones en
diferencias

ot e Se define el operador desplazamiento E como el operador lineal
Bravo E: Vk — Vi definido por
Ecuaciones en

diferencias (EX)(n) = X(n =+ 1), n & N

Nétese que si denotamos E? a la composicién de E consigo
mismo, entonces (E?x)(n) = x(n + 2). Andlogamente,

(E'x)(n) =x(n+1i), neN.
y por convenio

(E°%)(n) = x(n), neN.
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Ecuaciones en diferencias

Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Bravo Se denomina diferencia progresiva de primer orden de la
sucesién x a la funcién

Ecuaciones en
diferencias

Ax(n) == x(n+1) — x(n).

La diferencia progresiva de orden k > 1 se define
recurrentemente como

Akx(n) = A(A*x(n)) = A Ix(n 4 1) — A Ix(n),

El operador A es lineal y se define A° como la identidad.
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Ecuaciones en diferencias

Ecuaciones en
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José Luis
Bravo

Se verifica la igualdad

Ecuaciones en
diferencias k

Jz:% C)(—l)k—"X(n +j), k=0,1,2,...
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Ecuaciones en diferencias

Ecuaciones en Podemos definir las ecuaciones en diferencias escalares
diferencias . . P .,
mediante los operadores anteriores, asi si la ecuacién es

x(n+d) = ¢(x(n),x(n+1),...,x(n+d — 1)),

José Luis
Bravo

Ecuaciones en
diferencias

se puede denotar
Ex(n) = ¢(E°, EL, ..., E9 x(n),

o equivalentemente

d 0 0 = d—1 j
Ax(n) =¢ A,A—A,...,Z( _ )AJ x(n)

j=0
- g (7) A x(n).
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Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Bravo

Ecuaciones en
diferencias

Teorema (Existencia y unicidad)

Dados ¢y, c1,...,¢cq4-1 € C, g € Vi, existe una tnica solucion,

x, de la ecuacion escalar de orden d que verifica x(0) = c,
x(1)=¢c, ..., x(d —1) =cq_1.
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Ecuaciones en diferencias lineales

Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Bravo Una ecuacidn en diferencias lineal con coeficientes constantes
es una expresion de la forma

Ecuaciones en prf(n —+ r) —+ p,,lf(n +r— ].) “+ -+ pof(n) = q(n),

diferencias
lineales

donde po, p1,...,pr e K(R6C), g € Wk.

La ecuacidn en diferencias se dice que es completasi q 20y
homogénea si g = 0.

Supondremos que pop, # 0y que po, p1,..-,pr ER, g€ V. r
se denomina orden de la ecuacidn en diferencias.
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Soluciones de la ecuacién homogénea

Ecuaciones en
diferencias

Consideremos la ecuaciéon homogénea

José Luis
Bravo

prf(n+r)+p—af(n+r—1)+---+pif(n+1)+ pof(n) =0.

Proposicion

ps £/ conjunto de soluciones f: N — C es un C-espacio vectorial
que denotaremos Hc.

Denotaremos por Hg el subespacio vectorial de soluciones
reales.

Nétese que Hgr se corresponde con las soluciones con
condiciones iniciales reales.
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Dimensién del espacio de soluciones

Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Las soluciones fi, ..
sobre K si y solo si

., € K son linealmente independientes

f1(0) h(0) - f(0)
Alr—1) Br—1) - £(r—1)

Proposicion

El espacio vectorial Hx tiene dimension r sobre K.
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Polinomio caracteristico

Ecuaciones en
diferencias

Consideremos la ecuacidn

José Luis
Bravo

f(n+r)+pr—if(n+r—1)4---+pif(n+1)+ pof(n) =
Definimos el polinomio caracteristico de la ecuacién como

M ) 1
e P(x) :=x"4 pr1x""" 4+ - 4+ p1x + po.

Proposicion

Una funcién de la forma f(n) = A", X\ # 0, es solucion de la
ecuacion en diferencias si y sélo si A es raiz del polinomio
caracteristico.
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Caso 1. Raices simples

Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Proposicion

Supongamos que las raices del polinomio caracteristico,
A1, ..., Ar, son todas simples. Las funciones fy(n) = \{, ...,
ek 1.(n) = A son soluciones linealmente independientes y toda
solucién es de la forma

f(n) =M+ + e, a,...,c €C

José Luis Bravo Ecuaciones en di



Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Soluciones de la
ecuacién homogénea

Caso 1. Raices simples (caso real)

Supongamos que las raices del polinomio caracteristico,
A1,...,Ar, SON todas simples.

m Si )\; es compleja, la correspondiente solucién es compleja,
con lo cual el sistema fundamental asi obtenido no nos
sirve como base de Hgr sobre R

m Si los coeficientes del polinomio caracteristico son reales y
\j es raiz compleja, entonces \; también es raizy A" y \"
son soluciones de la ecuacién.

m Si A= p(cosf+isenf), X = p(cosd — isen#h).
Entonces,

A" = p"(cos nf + isennf), A" = p"(cosnf — isen nf).
m Tenemos las soluciones

A7 A AT — A
% =p"cosnfd, ——— = p"sennb.

José Luis Bravo



Caso 2. Raices mdiltiples

Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Se verifica la igualdad

k
k K kiz(x +j =
aka) =3 () 1z +), k=012,

j=0
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Caso 2. Raices mdiltiples

Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Si Q(x) es un polinomio de grado < p, entonces A¥Q(x) =0
para todo k > p.

Sea A una raiz del polinomio caracteristico P(x) de
multiplicidad s, es decir,

PO =P(\)=-=P7D) =0, PI))#0.

Proposicion

Si Q(n) es un polinomio de grado menor o igual a s — 1,
entonces f(n) = A\"Q(n) es solucién de la ecuacion homogénea.
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Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Soluciones de la
ecuacién homogénea

Caso 2. Raices mdiltiples

Si A1, A2, ..., Ap son todas las raices del polinomio
caracteristico, con multiplicidades s, s, ..., sp,
respectivamente, entonces sy + S +---+s, =rylasr
funciones
n n 2\n s;—1yn
1, NAL, n“A{, ..., N7 AL,
n n 2yn ss—1yn
A5, DAY, nTAS, ..., NPT,
sp—1yn
pr ey MPTEAL,

son soluciones de la
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Caso 2. Raices mdiltiples

Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Bravo Proposicion

Sean \i,...,Ap € C, \i £ X\j (i #j), y sean ty, ..
Las funciones

. tp €N,

n n 2yn tiyn
1, AT, ], ..., ntA],

n n 2yn try\n
)\2, n)\2, n )\2, oy n2)\2,

Soluciones de la
ecuacién homogénea
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Caso 2. Raices mdiltiples

Ecuaciones en
diferencias

José Luis Supongamos que P E R[X]
Blav Sea A una raiz compleja de P de multiplicidad s. Entonces A
es una raiz compleja de P de multiplicidad s. Supongamos

A = p(cos@ + isenf).
P | as siguientes funciones generan el mismo espacio vectorial que
n'A", n'(A)", 0<i<s—1

p"cosnd, np"cosnb, ..., n*lp"cosnd

S

p"sennf, np"sennf, ..., n°"1p"sen nd.
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Estabilidad

Ecuaciones en
diferencias

Consideremos la ecuaciéon homogénea

José Luis
Bravo

prf(n+r)+pr—1f(n+r—1)+---+pif(n+1)+ pof(n) =0.

Decimos que una solucién f es acotada si existe una constante
c € R tal que |[f(n)| < c para todo n € N.

Decimos que la ecuacién es estable si todas sus soluciones son
oty acotadas.

Teorema

La ecuacion en diferencias homogénea es estable si y sélo si
para toda raiz del polinomio caracteristico, A, se verifica que
|A| <1 si ) esraizsimpley |\ <1 siX\ es raiz miltiple.
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Convergencia

Ecuaciones en
diferencias

Consideremos la ecuaciéon homogénea

José Luis
Bravo

prf(n+r)+pr—af(n+r—1)+---+pif(n+1)+ pof(n) =0.

Decimos que la ecuacidn es convergente si para toda solucién
f(n) se verfica que
lim f(n) =0.

Estabilidad y n—oo

convergencia

Teorema

La ecuacion en diferencias homogénea es convergente si y sélo
si para toda raiz del polinomio caracteristico, )\, se verifica que
Al < 1.
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Soluciones de la ecuaciéon completa

Ecuaciones en
diferencias

José Luis 1A
A Proposicién

Sea una ecuacién en diferencias lineal de coeficienes constantes
de orden r

prf(n+r)+pr—1f(n+r—1)+---+pif(n+1)+pof(n) = q(n).

El conjunto de soluciones es un espacion afin de dimension r.

Solucién de la
ecuacién completa

Mas adn, si f: N — K es solucién de la ecuacion y Hg es el
espacio de soluciones de la correspondiente ecuacion
homogénea, entonces f + Hy es el espacio de soluciones de Ia
ecuacion completa.
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Variacidon de constantes

Ecuaciones en
diferencias

ot L Vamos a ver como podemos resolver una ecuacion en
ose uis
Bravo diferencias de la forma

f(n+r)+pr—1f(n+r—1)+---+pof(n) = N"Q(n), (neN),

en donde Q(x) es un polinomio y A € C.

Para ello emplearemos el método de variaciéon de constantes,
partiendo de soluciones de la forma

f(n) = X"n*H(n),

donde s es la multiplicidad de A como raiz de P (s = 0 si no es
raiz) y H es un polinomio del mismo grado que Q.

José Luis Bravo Ecuaciones en diferencias



Solucién particular

Ecuaciones en
diferencias

José Luis PrOpOSiCién

Bravo

Consideremos la ecuacion
f(n+r)+pr—1f(n+r—1)+---+ pof(n) = \"Q(n),

donde A € C y Q(x) = arx' + -+ - + a1x + ap.

Esta ecuacion admite una soluciéon de la forma
f(n) = A"n°(bent + - - + bin + by),

donde s es la multiplicidad de A\ como raiz del polinomio
caracteristico (s = 0 si A\ no es raiz).
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El problema de sumacién

Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Bravo Problema (1)

Dada una funcion real, f(x), definida en un conjunto de la
forma {xop + nh: n € N}, con xo y h fijos, calcular la suma

f(Xo)+f(Xo+h)-|-"'+f(Xo-l-nh), n e N.

.

Problema (2)

A it Dada una funcion real, g(x), definida en N, calcular la suma

de sumacién

Sp=g(0)+g(1)+... 4+ g(n), neN.
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El problema de sumacién y las ecuaciones en
diferencias

Ecuaciones en
diferencias

José Luis Problema (3)

Bravo

Dada g: N — R, encontrar F: N — R tal que

Proposicion
Los Problemas 1, 2 y 3 son equivalentes.
Ademis, si F es solucién de AF(n) = g(n), entonces

El problema
de sumacién

Zg(J) = F(q+1) — F(p).
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Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Sea a € C, calcular

n
Zaj, para n € N
j=0

El problema
de sumacién
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Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Consideremos las funciones

1 = —
AT (n—k=T) sik e,
n®) =<1 si k=0,

n(n—1)...(n—k+1) sikeZt.

El problema Para k € Z, calcular la solucion de

de sumacién

AF(n) = ntk),
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Caso polinomial

Eraaaeadl  Vamos a buscar soluciones (polinémicas) de

diferencias

José Luis

Bravo AF(x) = g(x).

donde )
g(x) = Z ajxl.
j=0

Supongamos que tenemos funciones F; tales que AFj(x) = x/,
0 <j < k. Entonces la funcién

k
F(x) = Z ajFi(x),
j=0

es solucién de AF(x) = g(x).
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Numeros de Bernoulli

Ecuaciones en
diferencias

L Se definen los nimeros de Bernoulli, By, Bi, ..., como los que
ravo .
verifican

By =1, B,,:Z(Z)Bk, n=213 ...,

k=0

Los polinomios de Bernoulli se definen a partir de los niimeros
de Benoulli como

n
n
§ : n—k
:slslgt.:‘.l.:; del caso Bn(X) = <k> BkX s n= 07 17 e
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Propiedades |

Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Bravo Proposicion
Los polinomios y niimeros de Bernoulli tienen las siguientes
propiedades:

i) Bn(o) = Bna
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Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Resolucién del caso
polinomial

Propiedades Il

Proposicion

Los polinomios y niimeros de Bernoulli tienen las siguientes
propiedades:

iv) Br(x)=nB,_1(x), n=1,2,....

v) ABp(x)=nx""1, n=0,1,....

vi)
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Propiedades Il

Ecuaciones en
diferencias

Proposicion

Se verifican las siguientes propiedades:

. 1 1

i) B2n<§+X)=an(§—X>, n=0,1,....

.. 1 1

II) Bon_1 (5 +X> = —B5,1 <§—X>, n=12 ....

1
i) Ban_1 (E) =0, n=1,2,....
iV) Bgn_l(O) = B2n—1(1) = B2n—1 = 0, n = 2, 3, e

1
v)/B,,(x)dx:O7 n=12 ....
0

José Luis
Bravo
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Raices en el intervalo [0, 1]

Ecuaciones en
diferencias
José Luis Proposicién

Bravo

i) En el intervalo [0, 1] los polinomios By,_1, con n > 2,
tienen dnicamente las raices 0, 1/2, 1.

ii) En el intervalo [0, 1] los polinomios Bz, con n > 1, sélo

tienen dos raices, una en el intervalo (0, 1/2) y su

simétrica en (1/2, 1)
v

Corolario

i) BynBopn2 <0, n=23,....

ii) Ban(x) — Bap tiene signo constante en [0, 1] para todo
n> 0.
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Solucién de AF(x) = g(x)

Ecuaciones en
diferencias

José Luis

Brave Teorema

Consideremos la ecuacion
AF(x) = g(x),

donde g(x) = >_1_, akx* es un polinomio. Entonces una
solucion de la ecuacion es

m
Resolucién del caso F(X) = Z
k=0

dk
k+1

Bk+1(X).

polinomial
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Férmula de Euler-Maclaurin

Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Teorema (Férmula de Euler-Maclaurin)

Sea g una funcién de clase C" en [m, p|, entonces

> )= [ &) dr+Z " (87(p) — & (m))
p—1
(Bn(t) — By) (Z g (x+1-— t)) dt
0

X=m
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Férmula de Euler-Maclaurin (Demostracién)

Ecuaciones en
diferencias

En primer lugar,
José Luis
Bravo

k+1 1 1
/k g(t)dt:/o g(k—i—l—t)dt:/o g(k+1—t)By(t) dt = =

Por integracién por partes,

x =g(k+1—t)Bi(t)[¢ + /1 g'(k+1—t)By(t)dt
0

2 (e(k) + gk + 1)) + 22

1
By(t
+/ g'k+1-1t) 22(|)dt:**
O .

g'(k+1-1)
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Férmula de Euler-Maclaurin (Demostracién)

Ecuaciones en
diferencias

José Luis Mediante un segundo paso de integracién por partes

Bravo

B

ok =

(g(k) +g(k+1)) = (g'(k+ 1) —g'(K) 5,

N =

1 Bo(t
+/ g'(k+1-1t) 22()dt
0

(g(k) + g(k + 1)) Z k+1) — g D(k) =
=2

' n( )
—i—/ g(k+1—1t)=221dt = % % x
0 n!
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Férmula de Euler-Maclaurin (Demostracién)

Ecuaciones en
diferencias

Y repitiendo el proceso

José Luis
Bravo

n

ok =% (g(k) +g(k+1)) = > (g V(k+1) - g"—l)(k))%
i=2 :
. Ba(t
+/0 g"(k+1—1t) | ) dt
—5(k)~ > (6" Dk + 1)~ g (k)
i=1 ’
+ /lg”)(k +1—1) B”(It) dt.
0 n:
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Férmula de Euler-Maclaurin (Demostracién)

Ecuaciones en

diferencias Despejando, tenemos

- o B
g = [ eOd+ Y (e k+1) -~ W)
Jj=1 '
1
B
—/ gV (k+1—t) (t) g

0 nl

B;

k+1 n—1
[ ses @ k-8 )

1 —
_/ gn)(k+1—t)Mdt.
0 n!

Para concluir, calculamos el sumatorio y obtenemos la
expresion buscada.
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FOérmula de sumacion de Euler

Ecuaciones en
diferencias

José Luis
Bravo

Corolario (Férmula de sumacién de Euler)

Se g(x) un polinomio de grado n. Entonces,

% (&7 (p) — g (m))
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